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1 SISTEMAS DE NUMERACION

1.1 Introduccion
En este capitulo expondremos brevemente (a modo de repaso) conceptos basicos sobre los
sistemas de numeracion.
No por sencillo el tema deja de ser importante pues nos permite comenzar a acostumbrarnos a los
sistemas de numeracion utilizados en computacion, especialmente el binario y el hexadecimal, tarea
no trivial si tenemos en cuenta el "lastre" que significan afios y afios de practica con el sistema
decimal exclusivamente.
Podemos entender un sistema de numeracién como un conjunto de simbolos y un conjunto de
reglas de combinacion de dichos simbolos que permiten representar los numeros enteros y/o
fraccionarios.
Dentro de los sistemas de numeracion posibles un conjunto importante, destacado, es el constituido
por los sistemas de numeracion posicionales

1.2 Sistemas posicionales
En estos sistemas la representacién de un nimero se realiza mediante los simbolos y su posicion
relativa dentro de la expresion.
Como ejemplo de un sistema posicional podemos citar al Romano, en el cual es claro que la
posicion relativa de los simbolos influye en la representacion. Ej.: VI corresponde al 6 y IV al 4.
Dentro de los sistemas posicionales estan incluidos los que seran objeto de nuestro estudio: los
sistemas con base.

1.3 Sistemas con base

En los sistemas con base N (un numero cualquiera), se representa mediante un polinomio de la
forma:

N=ab"+.+ab’+a_b'+...

donde ai es un simbolo del sistema, al que llamamos digito, y b es la base.
La base es igual a la cantidad de simbolos del sistema. Notando que los digitos son la
representacion en el sistema de los numeros enteros menores que la base, tenemos que se cumple

la condicion b > a, = 0

La base b la representamos siempre en el sistema decimal (por supuesto si la representaramos en
el sistema del cual es base su representacion seria 10).

Habitualmente la representacion omite las potencias de la base y coloca un punto (o coma) para
separar la parte de potencias positivas de la parte con potencial negativas, quedando:

»  Sistema decimal: El sistema de numeracion utilizado en la vida cotidiana es el decimal, cuya base es
diez, utilizando los conocidos diez simbolos 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7,8y 9.
»  Sistema binario: Es el sistema de base 2 en el cual los dos simbolos utilizados son el 0 y el 1, los que
reciben el nombre de bit (binary digit).
= Sistema Octal: Es el sistema de base 8 en el cual se usan los simbolos 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7.
s Sistema Hexadecimal: Es el sistema de base 16 en el cual se usan los simbolos 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9,
A B, CD,EF.
La base del sistema en el que esta representado un numero se suele indicar con un subindice al
final del numero y en los casos particulares de base 2 (binario), base 8 (octal), base 16
(hexadecimal) con las letras b, o (6 q) y h respectivamente. Si no se indica nada se asume base 10.
Ejemplos:
1101, =1101 , =1.2° +1.2° +0.2" +1.2° =13 (decimal )

1101 ,11, =1101 ,11, =1.2° +1.2° +0.2"' +1.2° +1.27" +1.27% = 11,75 (decimal )
A2F,, = A2F, =10.16% +2.16' +15.16° = 2560 + 32 + 15 = 2607 (decimal )

Estudiaremos a continuacion los paralelismos para que, dada la representacion de un nimero en
una cierta base podamos hallar la correspondiente representacion en otra base dada.

1.4 Conversion de base de enteros.
Nuestro deseo es dado un niumero N entero en una base B representado por
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N =A4,B"+... +A4,B°

se desea hallar su expresion en una base b
En definitiva lo que buscamos es hallar los valores de am, am-1, . . ., ao
= Caso A:
Conversion de una base B a una base b usando la aritmética de la base b (muy util para pasar de
cualquier base a la base 10).
La conversion se hace a través del polinomio caracteristico, expresando los simbolos A»... Aoy la
base B en la base b y evaluando el polinomio, realizando las operaciones en la base b.
Es el caso de los ejemplos ya vistos:

A2F, =10.16> +2.16' +15.16° = 2607

= Caso B:
Conversion de una base B a una base b usando la aritmética de la base B (muy util para pasar de
base 10 a cualquier base)
Previamente notemos que:
N =b.N, +a,
N, =b.N, + q,

Nn*l = an + an

Por lo que los valores ao. .. a»son los restos de las divisiones de N entre b realizadas en la aritmética
de la base B.
Ejemplo: Convertir 653 a binario.

653

326

163

81

40

20

10

5

2

=IO OO0~

1

653=1010001101

Ejemplo: Convertir 653 a base 5.

653 3

130 0

26 1

5 0

1 1
653 = 101035

Los ejemplos vistos son siempre de decimal a otra base; si quisiéramos pasar desde una base b (b:
<> 10) a la base b: existe la posibilidad de hacer las operaciones con la base b: 0 cambiar primero a
base 10 y luego de esta a la base b:.
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1.5 Conversion de niimeros con parte fraccionaria.

Sea un numero N = Ne + Nr=an[ba +...+ a: [b + ao+ a-1 (b1 + ... donde N.y Nrson la parte entera
y la parte fraccionaria respectivamente. La parte fraccionaria sigue siempre a la parte entera en
cualquier base. Por lo tanto Ne puede convertirse igual que antes y Nrse convierte por separado
Estudiaremos entonces como convertir partes fraccionarias. Sean

Nr=A.1[B'+ A2[B*+ ... en base B

Nr=a-1lb'+ a2[b*+ ... en base b

= Caso A:

Conversion de base B a una base b usando la aritmética de la base » (muy util para pasar de
cualquier base a base 10 )

Sea Nr=A-1.B"+ A2.B2+ ...+ Am.B"
lo que hago es desarrollar el polinomio equivalente.

Sea P(x) = A-1.x'+ A2.x*+ ...+ Am.x"
Si se calcula el valor numérico de P(x) para x = B’ usando aritmética b obtendremos el valor
buscado.

Ejemplo : pasar 0,213sa base decimal

N=2.8"+1.82+3.8°2P(x)=3.X°+x*+2.x
El valor numérico para X =1/8 sera:

P(x) = 3 0.125)* (0.125)* + 2 [10.125) = 0.27148...

= Caso B:
Conversion de una base B a una base b operando con la aritmética de la B (lo que la hace muy util
para pasar de base 10 a cualquier base)

Para determinar los coeficientes a-1, a-2, etc. para la base b se observa que cada uno de tales
coeficientes es, en si mismo un entero.
Primero se multiplica por b (con aritmética B):

b [(Ny= a-1
+a2lbi+ ...+ as3lb
En donde, la parte entera de b.Nf es a-1. A continuacion se resta a-1 y se multiplica de nuevo por b:

b (b (Nr- a-1) = a2+ a3 (b1 + ... determinando asi a-2. Se sigue este proceso hasta que se
obtengan tantos coeficientes como se deseen. En el siguiente procedimiento puede ocurrir que el
proceso no termine.

Ejemplo: Convertir 653.61 a base 2

200.61) = 1.22 D ai=1
2000.22) = 0.44 D a2=0
2000.44) = 0.88 P as=10
2000.88) = 1.76 D aa= I
2000.76) = 1.52 D as= I
653 = 1010001101b = 653.61 = 1010001101.10011...)

1.6 Caso Particular bases 8 y 16.
La base 8 (octal) y la base 16 (hexadecimal) tienen una intima relacién con la base 2. Puesto que 8
= 2 cada digito octal corresponde a 3 digitos binarios. El procedimiento entonces para convertir un
numero binario en numero octal es dividir en grupos de 3 bits a partir del punto binario y asignando
el digito octal correspondiente a cada grupo.
Ejemplo: convertir 11001010011.1111100112a base 8

11 001 010 011 .|111]110]011
31 2 3 .| 71]6]3

=3123.7630s

La conversion de base 8 a base 2 se hace a la inversa, convirtiendo en binario cada digito octal, asi:
732ses

7s=111p
3s=011,5>732s=111011010»
2= 010»
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El equivalente hexadecimal de un numero binario se obtiene simplemente, dividiendo al primero en
grupos de 4 bits.
Ejemplo :

0011 | 1010 | .| 0110 | 1000 | 1011 | 1101
3 | A].] 6] 8 ] B|D

=3A.68BDh

Andlogamente se realiza para pasar de hexadecimal a binario. La tabla 1 presenta la combinacion
binaria equivalente a cada uno de los simbolos del sistema hexadecimal.

0000 | 0 | 1000 | 8
0001 | 11001 |9
0010 |2 | 1010 | A
0011 |3 |1011 | B
0100 | 4 | 1100 | C
0101 | 51101 | D
0110 |6 | 1110 | E
oMM |7 1M111 | F

Tabla 1 - Conversion binario hexadecimal.

2 REPRESENTACION INTERNA DE DATOS

2.1 Introduccion.
En este capitulo estudiaremos la forma en que se representan los distintos tipos de objetos con que
trabajamos en computacion. En los lenguajes de alto nivel manejamos distintos tipos de datos:
caracteres, strings, numeros enteros, numeros reales. Para trabajar con ellos, en general sélo nos
interesa saber que son, como se opera con cada uno y esto se estudia en los cursos de
programacion. En esta materia nos ocuparemos de otro aspecto: como estan implementados, a nivel
interno, los distintos tipos de datos.
La unidad elemental de informacién que se usa en computaciéon es un objeto que toma solo 2
valores posibles (0, 1): el BIT (digito binario)
Los distintos tipos de datos se construyen en base a estructuras de bits, los cuales seran en general
arrays de n elementos que reciben el nombre de palabra de largo n. En el caso particular de n = 8 el
array se denomina byte.
Estudiaremos entonces, la representacion interna de los datos como la expresion de los distintos
tipos en funcién de estructuras de bits.

2.2 Codigos.

Por lo anterior resulta que los distintos tipos de datos se representan a través de codigos binarios.
Es decir existe un proceso de codificacion de los objetos de informacion en funcion de otros (las
estructuras de bits) con los que se trabajara en realidad.
Por esta razén es interesante estudiar, aunque sea brevemente, un problema fundamental en la
manipulacion de codigos binarios: la deteccidn y correccion de errores.
No nos referiremos aqui a errores en la codificacion de los objetos sino a los que aparecen cuando
se manipula con ellos. Usualmente los objetos de informacion se almacenan y/o se transmiten.
Estas dos operaciones comunes se realizan en definitiva utilizando medios fisicos (memorias,
discos, canales de comunicacion, etc.) los cuales no estan libres de errores, por lo tanto es de
particular interés el estudio de la posibilidad de detectar o corregir errores en codigos binarios.
De esta manera nos asegurariamos que un dato recuperado de una unidad de almacenamiento es
correcto (coincide con el almacenado) o que un dato recibido por un canal de comunicaciones lo es
(coincide con el enviado por el emisor).

2.3 Deteccion y correccion de errores.
Todos los sistemas de codificacion que permiten deteccioén y correccidon de errores se basan en una
misma idea: redundancia.
El fundamento es sencillo: para poder distinguir si un valor es correcto 0 no, o sea representa un
objeto o no, debo agregar informacion adicional al codigo. Entonces en todo sistema de codificacion
con capacidad de detectar errores el numero de objetos representados es siempre menor que el
numero de valores posibles del codigo binario utilizado.
Esta afirmaciéon quedaria mas clara cuando veamos las distintas estrategias utilizadas, de todas
formas un ejemplo puede ser de utilidad: supongamos que tenemos 16 objetos a representar; en
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principio, con un codigo binario de 4 bits alcanzaria (24 = 16), pero con 4 bits no estariamos en
condiciones de detectar errores puesto que todos los valores posibles del codigo binario utilizado
corresponderian a objetos validos. De esta manera si por ejemplo hubiera un error en un bit del
cédigo que representa a un objeto A se transformaria en el cédigo que representa a un objeto B por
lo que no habria posibilidad de detectarlo.

Para disponer, en este caso de la posibilidad de distinguir un codigo binario correcto de uno
incorrecto, deberiamos utilizar un cédigo binario de, por ejemplo, 6 bits. Con 6 bits tendriamos 64
valores posibles de los cuales s6lo 16 representarian objetos reales. Si elegimos convenientemente
los codigos asociados a cada objeto estamos en condiciones de detectar errores producidos por el
cambio de un bit en el cddigo que representa un objeto.

2.4 Paridad.

Uno de los mecanismos para generar sistemas de codificaciéon con capacidad de detectar errores es
el de la paridad, o codificacion con bit de paridad.
La idea es agregar a cada codigo binario de n bits que representan objetos vélidos, un nuevo bit
calculado en funcién de los restantes. La forma en que se calcula el bit de redundancia (de paridad)
es tal que la cantidad de unos en el cdédigo completo (original + bit de paridad) sera par (en cuyo
caso hablamos de paridad par) o impar (en cuyo caso se trata de paridad impar).
Cuando se genera el codigo (se almacena o se transmite) se calcula este bit mediante uno de los
dos criterios expuestos a partir de los n bits originales. Cuando se recupera el cédigo (se lee o se
recibe) se recalcula el bit y se chequea con el almacenado o transmitido. En caso de no coincidir
estamos ante un error, si el chequeo cierra podemos decir que para nuestro sistema no hubo
errores.
Notemos que no podemos afirmar en forma absoluta la ausencia de error aunque el bit de paridad
recalculado coincida con el recuperado. Esto es una regla general para todo sistema de codificacién
y en este caso se ve claramente: si cambian a la vez 2 bits del codigo o, en general, un numero par
de ellos, el sistema de deteccion de errores por paridad no funciona, en el sentido que no reporta el
error.
Los sistemas de codificacion con capacidad de deteccion (o deteccion y correccion) de errores
funcionan correctamente dentro de ciertos limites, si se cumplen ciertas hipétesis de trabajo.
Un conjunto de supuestos que de cumplirse aseguran el buen funcionamiento de los sistemas que
estamos analizando es:

(a) La probabilidad de que falle un bit es baja.

(b) Las fallas de bits son sucesos independientes (la posibilidad que un bit falle no tiene

relacion alguna con la falla de otro bit del codigo).

En esta hipotesis la probabilidad de que fallen 2 bits a la vez es igual al cuadrado de la probabilidad
que falle uno (por la segunda hipétesis) que ya era un valor pequefio (por la primera) por lo que da
un valor muy bajo. Por lo tanto en estas hipotesis el sistema de deteccion por paridad funciona bien:
cuando no detecta error es altamente probable que el codigo sea efectivamente el correcto.

Es importante sefalar que las hipotesis efectuadas se ajustan al caso de las memorias de las
computadoras modernas. No ocurre lo mismo con los dispositivos de almacenamiento que graban la
informacion en forma serial (un bit a continuacion del otro) ni con los sistemas de transmisién de
datos seriales ya que en estos casos el hecho que falle un bit estd vinculado, en forma no
despreciable, a la falla de otro (en particular del vecino "anterior"), por lo cual la hipétesis b) no se
cumple para estos sistemas, de donde el control por paridad no seria demasiado efectivo en estos
casos.

Volviendo al mecanismo de bit de paridad y recordando la definicién de la operacion légica XOR vy
su propiedad asociativa es facil ver que el bit de paridad se puede expresar como

P=>bo0 b:0. .. 0 bu(paridad par)
o)

P=(bob:0...0bn)’ (paridad impar)
El chequeo de la correccion de un codigo recuperado se puede realizar evaluando la expresion
(para paridad par)

PObOb:O. .. O b
con los valores de P, bo .. b recuperados. Si el resultado es 0 "no hubo error", si es 1 entonces se
detecto un error.
Una variante de este sistema es el mecanismo de paridad horizontal/vertical. Este método se puede
aplicar cuando se almacenan o transmiten varias palabras de cédigo. Cada palabra de n bits de
codigo tiene su bit de paridad (que se denomina paridad horizontal) y cada n palabras
almacenadas/transmitidas se agrega una palabra de paridad generada como el XOR (bit a bit,
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incluyendo el de paridad horizontal) que recibe el nombre de paridad vertical. Por ejemplo para n=8
seria algo asi:

Ao | ar | az|as | as | a5 | as | a7 | an

Bo| bi| b2| b3 | bs | bs | bs | b7 | b

Vol vi|va|wvi|ve| vs| vel| vz:| va

an=acdaid...Oar(idemparab,c,d,e,f g, h)
vizalbiO...0Ohi(i=0,1,2,3,4,5,6,7,h)

2.5 Distancia.
La distancia entre dos representaciones binarias se define como el nimero de bits distintos entre los
dos cédigos.
Es decir si tenemos dos codigos binarios ay b
@o, ai, . .., an)
(bo b1, . . ., by
la distancia entre ellos esta dada por la cantidad de unos en el cédigo formado por:
(aoD bl), CHD b], e anD bn)
Por ejemplo, los cédigos:
01101
10110
tienen una distancia 4 (cuatro)
La "distancia" tal cual la hemos definido tiene las siguientes propiedades (que no vamos a
demostrar):
1) d(a,b) =d(b,a)
2) d(ab)=0siysolosia=b
3) d(a,b) +d(b,c) =d(ac)

Se pueden generar sistemas de codificacion en binario que tengan una determinada distancia. En el
caso de un sistema de cddigos se llama "distancia" del codigo a la minima distancia que exista entre
dos valores validos del cadigo.
Por ejemplo el cédigo "2 de 5" tiene la forma:

11000

10100

10010

10001

01100

01010

01001

00110

00101

00011
Como vemos este codigo tiene distancia 2 ya que todos los elementos del cddigo difieren por lo
menos en 2 bits (ej: 11000y 10100). De los 32 posibles objetos que permiten representar 5 bits,
este codigo permite representar tan solo 10 objetos.
La posibilidad de detectar y corregir errores esta fuertemente vinculada, como es de suponer, a la
distancia del codigo (sistema de codificacion) utilizado.
Consideremos un cdédigo de distancia "d" y dos objetos validos del codigo M y N.
Consideremos el conjunto de valores posibles del cddigo (no necesariamente validos) que se
obtienen de modificar hasta "t" bits del valor "M". idem para los del valor "N". Estos conjuntos se
pueden visualizar como "esferas" en el espacio de "n" dimensiones (siendo n la cantidad de bits del
cédigo) rodeando a cada uno de los valores.
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M N

Como se puede ver si estos conjuntos no tienen puntos en comun, podemos afirmar que, no solo
podemos detectar un error, sino que ademas podemos afirmar, con alta probabilidad, a que cédigo
correcto corresponde un valor "degenerado” dado, permitiendo por tanto la "correccién" del error. Si
los conjuntos tienen puntos en comun no podremos corregir, pero si detectar errores, siempre y
cuando dentro del conjunto de puntos asociado al valor M no incluya al valor N, puesto que si no, la
alteracion de un codigo valido puede conducir a otro valido, impidiendo asi detectar el error. Es decir
que la condicion para que se puedan detectar errores es que:

t<d
la condicion para que se puedan corregir es:

t<d/2
Por ejemplo para poder corregir errores de hasta un bit, hay que utilizar un cédigo de distancia 3 por
lo menos.

2.6 Bits de Redundancia.
Se puede demostrar que para generar codigos de distancia 3 para objetos representables en "k"
bits, se necesitan utilizar "p" bits adicionales, llamados bits de redundancia, tal que se cumpla:
2p2p +k+1
Por ejemplo, supongamos que queremos disefar un sistema de memoria de una computadora de 16
bits, de manera que sea capaz de corregir errores de hasta 1 bit. De acuerdo a la expresion
necesitamos agregar 5 bits de redundancia para que esto sea posible.

25=3225+16+1=22

2.7 Cédigos de Hamming.
Los cédigos de Hamming son una forma practica de generar codigos de distancia 3. Los veremos a
través de un ejemplo en concreto. Supongamos que tenemos 16 objetos representados, en
principio, en binario:
asasazai
de acuerdo a lo visto antes precisamos 3 bits de redundancia (ya que 2:=8=23+ 4+ [ =§)
p3p2pi
Si armamos el codigo (que tendra entonces 7 bits) de la siguiente manera:
asa:psaip2pi
y convenimos que las representaciones validas de los 16 objetos a representar son aquellas en los
cuales los bits de redundancia se calculan de la siguiente manera:
pr=a:0 a0 a;
p=a:0 a0 as
pi=a+sUaslaz
podemos al recuperar el codigo calcular los bits "s" que estan vinculados, al igual que los "p" a la
posicion de los distintos bits en el codigo:

as | as | a2 | ps| ai| p2| pi
S0 | X X X X

SI|x | x x |x
s2|x |x | x |x

so=prd a0 a0 ai
si=p20a:0 a0 ar
s2=p3Uas0aslda:
estos bits "s" representan, en binario, un nimero "S"
S =3828150
Si al calcular "S" se da que es cero no hay errores (por lo menos para nuestro sistema de
codificacién). Si "S" da distinto de 0, el nUmero que de me indica el bit que esta errado (siendo el 1 el
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de mas a la derecha, o sea p1). De esta manera es posible reconstruir el valor correcto del codigo,
cambiando el bit que identificamos como corrupto (si esta en 0 lo pasamos a 1y viceversa).

2.8 Tipos de datos.
L Tipo Caracter.

Comenzaremos viendo como se representan los caracteres mediante codigos binarios.

Entendemos por caracteres los simbolos que se utilizan en el lenguaje natural escrito: letras,
numeros, simbolos de puntuacion, simbolos especiales, etc.

En la actualidad, la forma mas difundida de representar estos simbolos es la establecida por el
denominado codigo ASCII (American Standard Code for Information Interchange). EI ASCII es un
codigo de 7 bits que especifica la representacion de las letras y simbolos especiales usados en el
idioma Inglés (mas exactamente Inglés norteamericano) ademas de los numeros, y es muy similar al
alfabeto numero 5 del CCITT (Comité Consultivo Internacional sobre Telefonia vy
Telecomunicaciones), organismo que, entre otras funciones, establece propuestas de
estandarizacion en materia de comunicaciones.

De los 128 valores posibles del codigo (7 bits) 10 se utilizan para los digitos decimales (del 30h al
39h), 26 para las letras mayusculas (del 41h al 5Ah), 26 para letras minusculas (del 61h al 7Ah), 34
para simbolos especiales (espacio, !, #, $, %, /, &, +, -, *, etc.) y los 32 primeros se denominan
genéricamente "caracteres de control" y se utilizan basicamente en la comunicacion de datos y con
fines de dar formato a los textos en impresoras y pantallas de video.

Algunos de estos caracteres de control son:

00h = NUL (Null) Es la ausencia de informacién, se utiliza como caracter de relleno.

02h = STX (Start of Text) Muchos protocolos de comunicacion lo utilizan para indicar el comienzo de un texto.
03h = ETX (End of Text) Idem para fin de texto.

06h = ACK (Acknowledge) Se utiliza en comunicaciones para contestar afirmativamente la recepcién correcta de un
mensaje.

15h = NAK (Negative acknowledge) Idem para recepcién incorrecta.

0Ah = LF (Line Feed) Indica pasar a la siguiente linea (en una impresora o pantalla).

0Ch = FF (Form Feed) Indica pasar a pagina siguiente.

0Dh = CR (Carriage Return) Indica volver a la primera posicién dentro de la linea.

11h = DC1 (Data Control 1) Indica dispositivo libre (disponible).

12h = DC2 (Data Control 2) Indica dispositivo ocupado (no disponible).

Supongamos que enviamos caracteres a una impresora y ésta no esta en condiciones de recibir
mas (ha llenado su "buffer") entonces la impresora envia el caracter DC2 al computador (para
indicarle que no envie mas caracteres), cuando queda en condiciones de recibir nuevos caracteres,
envia el caracter DC1. Cuando se utilizan caracteres con este fin, se dice que se hace uso de un
protocolo XON/XOFF (Transmit on/Transmit off).

1Bh = ESC (Escape)

Indica el comienzo de una "secuencia de escape". Los caracteres que vienen a continuacion tienen
un significado especial. Estas secuencias se usan tipicamente para enviar comandos a las
impresoras y/o terminales de visualizacién. Por ejemplo, para posicionar el cursor en la pantalla,
cambiar el tipo de letra en una impresora.

La forma mas habitual de representar el cddigo ASCIl, y en general todos los sistemas de
codificacion de caracteres, es a través de una matriz cuyas columnas estan asociadas a los 3 bits
mas significativos del cédigo, y sus filas a los 4 bits menos significativos tal como se muestra en la
siguiente tabla:

0 1 [2[3[4]5][6] 7
0O|NUL|DLE|SP|o|l@|P]| | p
1|SoH|[DC1| ! [1|A|JQ[A] Q
2 stx|bc2| " [2[B|R|B| R
3|EIX| DC | # |3|C|S|[C][ S
4|EOT[DC4| § [4|[D|[T[D| T
5| ENQ [ NAK| % |5 | E|U|E]| U
6 |ACK|SYN| & |6 | F |V |F| V
7| BEL [ETB| ' |[7|G|W|[G]| W
8| BS |[CAN| ( [8|H|X|h| X
9 HT | EM | ) (91 [Y[i | Y
A|LF |[suB| * [ |Jlz]|j]| z
B| VT |ESC| + | ;| K| [ k]| {
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Cl FF [ FS [, [<ILCIVTI] ]
D/ CR|GS | - [=[M[][m]|}
E[SO | RS | . |[>|[N[*[n]| ~
F| sl [usS|/ [?2]0 o | DEL

Tabla 2 - Cédigo ASCII
Como ya hemos establecido, el ASCIl codifica los caracteres utilizados para escribir textos en
idioma Inglés y los signos de puntuacién y simbolos especiales propios de dicha lengua. ¢ Qué pasa
entonces con otras lenguas como el espafiol, en particular?. Cémo se puede observar, la N, por
ejemplo, no esta codificada, tampoco las letras acentuadas, asi como signos de puntuacion
caracteristicos de nuestro idioma como "?" y "I". La situacién en este campo es todavia confusa y no
existen propuestas de codificacion estandar aceptadas universalmente. Existen dos mecanismos
basicos de atacar el problema: uno es modificar el ASCII de 7 bits adaptandolo a cada lengua; el
otro es utilizar un cédigo de 8 bits, que en sus primeros 128 valores coincida con el ASCIl y los
restantes utilizarlos para representar los caracteres propios de un conjunto relativamente grande de
idiomas.

Un ejemplo del mecanismo de modificacion del ASCII es el utilizado por EPSON en sus impresoras
que se ha convertido en un "estandar de facto" en el mundo de las computadoras personales al ser
aceptado y soportado por la casi totalidad de los otros fabricantes de impresoras. El mecanismo
consiste en sustituir caracteres (en general simbolos especiales) por los caracteres que le "faltan” al
ASCIl para adaptarse a cada lengua en particular. Asi tenemos un "ASCII espariol", un "ASCII
francés", un "ASCII inglés (de Inglaterra)", etc.

Un ejemplo de cédigo de 8 bits es el utilizado por IBM en sus computadoras personales, el cual
puede considerarse también un "estandar de facto". Utiliza los 128 valores mas altos para letras y
simbolos de otros idiomas, para caracteres graficos (que permiten dibujar recuadros y cosas
similares). En la tabla 3 se muestran los caracteres "agregados" al ASCII (incompleta). Finalmente
mencionamos un codigo de 8 bits que, al igual que el anterior, la "parte baja" es practicamente igual
al ASCIl y en la "parte alta" representa letras y simbolos especiales asi como 32 caracteres de
control adicionales. El codigo que recibe el nombre de Multinacional ISO 8859/1, esta representado
en la tabla 4.

8/9/ A|B|C|D|E|F
0 C|E|a a | =
1|0 £ i B | £
2| E|£E|0 ril=
3|/A]0|u M
4|A[O]n s
5[A[U0 [N o|J
6| A0 |2 u |+
7|C ule T | =
8| E|Y | o |°
9(&|0 Q|-
AE|U |- Q"
B|T|¢|% o)
clT|g ]| o | n
D|i| ¥ | O
E|A| x |« 0
FIA| f|» n

Tabla 3 - Cédigo ASCII de 8 bits.
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o 1 2 3 4 &5 6 7 8 9 A B C D E F
20 VI # |8 |% &[T (])]* s |- !
300|123 |4(5|6|7|8]|9 s < |=1=]°?
£ @ AB|C|/DIE|F GH I|J KLM 0
SIPIQIR|S|T|IU|VW X | Y|Z | [|v|]1]|"]_
60 a|/b|c|d|je|f|g|h|i|j|KkK|[] | m|n|eo
Wiplgq|r|s|t|ju|v|w| x|y | z|[{]|]]|}|~
30 sl F e [ | 387 |%]| 8]« |®
a0 ElrpE e - =T ™ ] | e v
AD (€| £ | X¥] ) |§ ©*|«|~|-|®|"
BO| 2| £|2% |8 nly O I I I B I I B A
COlA|A|A|A|A|A|ZE|¢|RE|E|R|B |1 |1 |1]|T1
DOP|N|O|O|O|O0|O|x|@|U|U|T|T|Y|B|B
EO| a4 |a | 4| a|d|a|l=|¢|e|é|&|&|i|i|T1T]7
FO|d | |o|o0|o6|6|0 |~ |6 a|la G id|¥|p|¥F

Tabla 4 - Multinacional 1ISO 8859/1.
11. Tipo String.

El tipo STRING es una sucesion de caracteres. Existen varias formas de representacion interna. Lo
principal a saber es donde termina la sucesion.

= Una primera manera es emplear largo fijo. Esta representacion es demasiado rigida.

» Una segunda manera es reservar un cédigo especial para fin de string. Este cddigo especial
no podra formar parte del string. Por ejemplo, el lenguaje "C" utiliza el NULL para fin de
string.

= Una tercera manera consiste en convertir los strings en un registro donde el primer campo
tiene el largo y el segundo tiene el contenido. El Unico inconveniente es que la estructura es
mas compleja. En BASIC se pueden encontrar ejemplos de esta representacion.

III. Tipo Entero sin signo.

Los enteros sin signo (siempre positivos) poseen la representacion mas simple: como un entero en
base 2. Se utilizan para contadores, direcciones, punteros y para derivar otros tipos.
Las operaciones elementales de este tipo son las cuatro usuales para los numeros enteros (+ - * /).
En la suma de 2 enteros sin signo, se aplica el algoritmo usual para los numeros binarios.
Ejemplo:

0110000 = carry

25 11001
+74 +1001000
99 1100001

Los bits de carry de la operacién anterior (0110000) se presentan en la primera linea de la
operacion.

El problema principal en esta representacion es que estamos restringidos en el tamafio. Los
tamarios usuales para representar los enteros sin signo son: el byte (0 a 255 ), la palabra de 2 bytes
(16 bits, 0 a (2°)-1), y la palabra de 4 bytes (32 bits, 0 a (2%%)-1).

IV. Tipo entero con signo.

2.8.4.1 Valor absoluto y signo.

Si tenemos rn bits para representar el nUmero, tomamos uno para el signo y el resto representa el
valor absoluto del numero en binario.

Msb Isb
bn-1 bn-Z ... bl bO
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bn-1= Signo.
bn-2... b1 bo= Valor absoluto
=  Sibn1=1 entonces el numero es negativo.
=  Sibn1=0 entonces es positivo.
Ejemplo: (en 4 bits)
0110= 6
111026
Para n bits el rango del numero representado es:
-(2™"-1) < N< 2™'-1
En esta representacion tenemos dos formas de representar el cero, 1000 y 0000 (para n=4).
Esto puede verse como un inconveniente. Ademas las operaciones no trabajan directamente con la
representacion sino que deben interpretarse en base a los signos relativos.

2.8.4.2 Complemento a uno.
Los numeros positivos se representan en binario, y los nimeros negativos se representan como el
valor absoluto complementado bit a bit.
Para n bits el rango del nro. representado es:
-2™"-1)... 211
n=2_§

msb Isb
= 0000 0101
= 1111 1010

i

1
)

Ejemplo: (n = 4)

1
N

1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
0000
1111
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
El orden en binario, no corresponde al orden de los niumeros que representa. Otra desventaja, es
que hay 2 representaciones distintas para el cero (0000 y 1111).

!
(=)

\IO\M'RWNNQQLII\)UM.IKKIA

2.8.4.3 Desplazamiento.
La representacion por desplazamiento supone un corrimiento de los valores a representar segun un
valor d (llamado desplazamiento), y posteriormente se la aplica el médulo para que se pueda
almacenar en el tamano de la representacion deseada. Para el desplazamiento, se supone que el
valor codificado (resultado de la operacién N + d), es un numero que para n bits es un valor entre 0y
2»-1, por lo que permite representar valores desde —d a 2.-d-1.En general para representar 2.
numeros diferentes, se asigna a d el valor 2.1, 0 2,--1 aplicando un modulo de 2.
N=(N + d ) representado con n bits

Ejemplo: n=4,d=8

-8 2 0000

-7 20001

-1 20111
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0 = 1000
1 21001

7 21111
El rango para n bits es: -('2 )»'... 2+'-1.
La propiedad mas importante de esta representacion es que los codigos conservan el orden de los
numeros, con o sin signo. En particular, toda representacion de un niumero negativo es menor que
cualquiera de un nimero positivo. Otra ventaja, es que hay una sola representacion para el cero.
El principal inconveniente de esta representacion es que los algoritmos de las operaciones usuales
son mas complejos.

2.8.4.4 Complemento a dos.
Los numeros positivos se representan directamente en binario y para conseguir el codigo de los
negativos, se complementa el valor absoluto y se los incrementa en uno.

Nao 2 N2 ST Nio= 0

Nao = not (N2) + 1 si Nuo<0
Por ejemplo, para nimeros de 8 bits se tiene:
Si 70 = 01000110, entonces para lograr -70 hago el complemento a uno (negacion bit a bit) de esta
configuracion y luego le sumo uno, luego:

01000110 | (70)

10111001 | (complemento a 1)
+1

10111010 | (-70)

Las propiedades mas importantes de esta representacion son:
= Mantiene la suma (la suma con o sin signo es la misma operacion, es decir que el algoritmo
es el mismo).
= Es coherente la representacion del cero:

00000000 | = | O

11111111 | = | Not O
+1

00000000

repr(0 ) =rep(-0)
= Se pierde la relacion de orden. El algoritmo de comparacion de A < B depende de los
signos de A 'y de B.
= Veamos el algoritmo de la resta.
A-B=A+(-B)=A+notB+1
Sucede que si nos interesa sumar 70 + 70 = 140 siguiendo este procedimiento, veremos que la
suma no es representable en 8 bits. Aparece entonces un bit que llamamos de overflow. Se puede
detectar el "error" utilizando un bit adicional, llamado bit de carry. Para saber si hubo overflow al final
de la operacion, verifico si hubo acarreo en uno, (y solamente en uno) de los dos bits mas
significativos, en caso contrario (si existio carry en ninguno o en ambos), el resultado es correcto.
En la multiplicaciéon debemos escribir el algoritmo. Lo que se hace es multiplicar numeros positivos y
luego colocarles el signo segun las reglas algebraicas. El algoritmo que se usa es el mismo que en
la escuela, girando uno de los factores y luego sumar.

V. El tipo decimal.

Se usan para sumar cantidades de muchos digitos donde no se puede perder precision. En
aplicaciones comerciales se tiene un caso tipico. Pueden ser del largo que se quiera y se
representan internamente en forma similar un STRING.

type DECIMAL is array (1..LARGO of DA TO

type DOA@TOis (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9);
Los algoritmos son similares a los empleados en las operaciones decimales hechas a mano.
Observamos que en la representacion en 8 bits para digitos, se usan 10 de los 256 coédigos. La
codificacion tipica es:
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0= 00000000
1500000001

9200001001
En esta representacion se emplean 8 bits para cada lugar, cuando solamente necesita 4 bits. Por
esta razon se definen los decimales empaquetados, en los cuales se codifica con 4 bits. También se
les llama enteros BCD (Binary Coded Digit).

Vemos un ejemplo de codificacion:

0001 0010 0101 0100 0101
1 2 5 4 5

12545=

Veamos un ejemplo de operacion suma en el caso de dos digitos. La suma binaria es:

7 = 00000111 (bcd)
+5 = 00000101 (bcd)
12 = 00011000

El resultado puede ser o no BCD. Si no es, debe ser corregido. El algoritmo de correccion consiste
en restar 10 al digito menos significativo y sumar 1 al digito siguiente. Pero sumar 1 al digito mas
significativo es sumar 16 a todo, por tanto le sumo 6 y obtengo los digitos correctos. Es decir, por
ser los digitos de 4 bits, sumar 1 al de la izquierda, es como sumar 16 al nro. de 8 bits formado por
ambos.

7 = 00000111 (de)
+5 = 00000101 (de)
12 = 00011000 Como no es valido le sumo 6
+6 = 0110
12 = 00010010

El algoritmo de suma para decimales empaquetados es: sumar binario, digito a digito del menos al
mas significativo, si se encuentra un digito no valido o hay un carry, sumar 6 y obtener el digito
correcto y el carry.

VI. Representacion en punto flotante

Para expresar numeros reales utilizamos la siguiente notacion:
— N e

n=(-1)°b°F
donde: s es el bit de signo

e es el exponente

F es la mantisa

b es la base de representacion (se utiliza 2).
Dado que esta representacién es ambigua (existen varias representaciones para un mismo numero)
se utiliza una versién mas restringida que se llama normalizada. Los numeros normalizados son

aquellos en que el bit mas significativo de la mantisa es distinto de cero o, que es equivalente, que la
mantisa sea maxima.

2.9 Estindar IEEE 754 de punto flotante

Para que los numeros representados en punto flotante fueran posibles intercambiar con distintas
arquitecturas se establece el estandar IEEE 754 que define el formato y las operaciones con estos.

El estandar define tres formatos :

s(bits) | e(bits) | F(bits) | Total(bytes)
Simple precision 1 8 23 4
Doble precisién 1 11 52 8
Precisién extendida 1 15 64 10
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Los numeros se almacenan de la siguiente forma:

[s| e | F

Donde el exponente se representa con desplazamiento. Los nimeros normalizados son de la forma:
1, F. donde el bit mas significativo de la mantisa es un 1. Como todos los numeros normalizados
tienen un uno en el bit mas significativo el estandar define una representacion diferente que omite
este bit.
Este consiste en : un 1 implicito, una coma implicita y luego la mantisa.
Por lo tanto la representacion a utilizar es de la forma:

n=(-1)'.2°"'’ (1,F)  para nameros de simple precision

n=(-1)*.2°"1"3 (1.F)  para nameros de doble precisién

Ademas de operar con numeros normalizados el estandar opera con numeros desnormalizados :

Normalizados 0<Exp<Max Cualquier Combinacién
Desnormalizados | 0 <>0
Cero 0 0
Infinito 111 1 0
No valido 1 1] <>0

Los numeros desnormalizados sirven para operar con numeros menores que el menor numero
normalizado representable. Estos numeros asumen un 0 implicito en vez del 1 implicito de los
numeros normalizados. Por lo tanto cuando tenemos un numero en notacion punto flotante
desnormalizado estamos representando el nimero:

(-1)*.2°*1?7 (0,F) donde e es siempre cero.

3 ALGEBRA DE BOOLE

3.1 Introduccion.
El algebra de Boole es una herramienta de fundamental importancia en el mundo de la computacion.
Las propiedades que se verifican en ella sirven de base al disefio y la construccion de las
computadoras que trabajan con objetos cuyos valores son discretos, es decir las computadoras
digitales, en particular las binarias (en las cuales los objetos basicos tienen solo 2 valores posibles)
las que son, en definitiva, la casi totalidad de las computadoras de uso corriente.
Desde ya adelantemos que no se veran aqui detalles formales de la construccion algebraica, ni
todas las propiedades que se verifican, asi como tampoco todos los métodos de sintesis de
funciones booleanas que habitualmente se incluyen en este tema en cursos de logica y/o disefio
l6gico.
Como toda algebra, la de Boole parte de un cuerpo axiomatico, el cual puede adquirir diversas
formas, variando la cantidad y calidad de los axiomas. Aqui en particular tomaremos uno: el
propuesto por Huntington en 1904 que tiene la ventaja de ser consistente e independiente.
3.2 Axiomas.
1. Existe un conjunto G de objetos, sujetos a una relacion de equivalencia, denotada por "="
que satisface el principio de sustitucion. Esto significa que si a = b, b puede sustituir a a en
cualquier expresion que la contenga, sin alterar la validez de la expresion.

a. Se define una regla de combinacién "+" en tal forma que a + b esta en G siempre
que tanto a como b lo estén.
b. Se define una regla de combinacién "I en tal forma que a [b estd en G siempre
que tanto a como b lo estén.
3. Neutros.
a. Existe un elemento 0 en Gtalque paracadaade G:a+0=a
b. Existe un elemento 1 en Gtalque paracadaade G:al =a
4. Conmutativos. Para todo par de elementos a y b pertenecientes a G se cumple:
a atb=b+a
b. ab=b.a
5. Distributivos. Para toda terna de elementos a, b, ¢ pertenecientes a G se cumple:
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a. a+(b.c)=(@+b).(atc
b. a.(btc)=a.b+ta.c
6. Complemento. Para cada elemento a de G existe un elemento «a tal que:

a.a =0

a+a=1
7. Existen por lo menos dos elementos x, y en G tal que x <>y

La similitud de muchos de estos postulados con los del algebra comun. Sin embargo, la primera de
las reglas distributivas (sobre la suma) y la existencia del complemento diferencian en forma
fundamental esta algebra de la comun.

3.3 Modelo aritmético.

El ejemplo mas simple del algebra de Boole se compone de un conjunto G de 2 elementos:

"0" y "1". Como es natural estos dos elementos deben coincidir con los neutros de las reglas de
combinacion para satisfacer el axioma 3. Las reglas de combinacion debemos definirlas de manera
de satisfacer los axiomas.

Asi de acuerdo al axioma 3 :

0+0=00.1=0
I1+0=1 1.1=1

De acuerdo al axioma 4
0+1=10.1=0

y teniendo presente el axioma 5 :

1+ (1.0)=(1+1).(1+0) (5acona=1,b=1,c=0)
1+0=(1+1).1

1=1+1 (por axioma 3)

0.(0+1)=(0.0)+(0.1) (5acona=0,b=0,c=1)
0.1=(0.0)+0

0=0+0 (por axioma 3)

Por lo tanto las reglas completas son:
Nosotros usaremos esta version "binaria" del algebra de Boole.
3.4 Propiedades.
= Dualidad
Si analizamos los postulados veremos que los mismos se presentan de a pares y en tal forma que
uno de la pareja se obtiene de otro cambiando "0" por "1" junto con "+" por " (y viceversa). Esto
asegura que cada propiedad que se demuestre en esta Algebra tiene una "dual" que también es
cierta (para demostrar la dual bastaria con repetir la demostracion realizada sustituyendo cada
postulado o propiedad utilizada por su dual).
= Asociativa
a) at((b+c)=(+b)+tc

b) a.(b.c) =(a.b).c
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Si bien las leyes asociativas son muchas veces incluidas dentro del cuerpo axiomatico, de hecho
son demostrables a partir de los axiomas aqui presentados, (demostracién que no haremos) por lo
cual las presentamos como propiedades.

= Ildempotencia
Para todo elemento en G se cumple:
ata=a
aa = a

Demostracion:

a+a=(a+a)l (3b)
a+a=(a+ta)(a +a) (6)
ata=a+ (a.a_) (5a)
ata=a+0 (6)

—> ata=a

= a.a=a (Dualidad)

= Neutros Cruzados
Para todo elemento en G se cumple

a+l=1
a0 =0

Demostracion:
a.+l=a+(a+a) 6)
a.+l=(a+a)+ a (asociativa)
a.+l=a+a (idempotencia)

= a.+1=1
= a..0=0 (dualidad)

Entonces los axiomas 1, 2, 3, 4, 5 y 7 se satisfacen por definicién y es facil verificar que el G
(complemento) también es cierto.

Construimos por lo tanto un modelo "aritmético" de algebra de Boole que podemos denominar
"binario" y es en definitiva con la que trabajaremos.

Muchas veces las reglas de combinacién se presentan como tablas (como las funciones booleanas
mas generales que veremos mas tarde)

a|b|atbh alb]|ab
0|0| O 0|0| O
011 1 0O|1| O
110 1 1/0] 0
111 1 111 1

En general notaremos alb como ab, ademdas la operacion [tendrd mayor precedencia que la
operacion +.
= Complemento de complemento

Para cada elemento de G se cumple : a = a

Para todo par de elementos de G se cumple :
a+tab = a
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a(a+b)=a

Para todo par de elementos de G se cumple :
a+ab=a+b

a(a+b)=ab

= Ley de De Morgan
Para todo par de elementos de G se cumple :

a+ab =a
a(a+b)=a

Estas reglas de De Morgan pueden generarse para cualquier nUmero de variables.

3.5 Modelo logico.
Los valores que pueden asignarse a un juicio, desde el punto de vista l6gico, son dos: verdadero (V)
o falso (F).
Un juicio al cual se le aplica el operador légico no (negacién) forma un nuevo juicio.
Dos juicios pueden combinarse para formar un tercero mediante los operadores ldgicos "o" e "y".
Si vinculamos los valores booleanos 0 y 1 con los valores légicos F y V respectivamente,
encontramos que las operaciones del algebra de Boole "binaria" asigna correctamente los valores
I6gicos del juicio combinacion.
Esto se comprueba observando que:
verdadero o verdadero es verdadero
verdadero o falso es verdadero
falso o verdadero es verdadero
falso o falso es falso

verdadero y verdadero es verdadero
verdadero y falso es falso

falso y verdadero es falso

falso y falso es falso

Por lo cual se puede concluir que el modelo "légico" es isomorfo con el "aritmético" (binario)
realizando la correspondencia.

v
U
U

i

Es posiblemente consecuencia de este isomorfismo que las reglas de combinacién "+" y "." del
algebra de Boole reciban los nombres de OR ("o" en inglés) y AND ("y" en inglés) respectivamente.

U
+

3.6 Modelo circuital.
Otro modelo posible es el que surge de considerar llaves eléctricas y asociar el valor A a la llave
abierta (no pasa corriente, circuito abierto) y el valor C con la llave cerrada (pasa corriente, circuito
cerrado).
Es facil comprobar que la combinacion de llaves en paralelo o en serie cumplen las mismas reglas
definidas en el modelo aritmético para "+" y "." respectivamente.

LL1 | LL2 | Circuito PQ"+” LL1 | LL2 | Circuito PQ”.”
A A A A A A
A C C A C A
C A C C A A
C C C C C C
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Entonces existe también un isomorfismo entre el modelo "circuital" y el "aritmético" si hacemos la
asociacion

A= 0
C = 1
paralelo = +
serie <

Este isomorfismo es de fundamental importancia para la construccién practica de las computadoras
binarias.

3.7 Expresiones booleanas.
Llamamos constante a todo elemento del conjunto G que define al algebra. Las variables podran
tomar como valor cualquier elemento de G ( 0 0 1 en el caso en que trabajamos).
Una expresion la podemos definir recursivamente como
1. las constantes y las variables
2. el complemento de una expresion booleana

3. el OR (+) o el AND ([yde dos expresiones booleanas.

3.8 Funciones booleanas.
Una funcion "F" de n variables x1 ... x » booleanas es una aplicacion del espacio Gn sobre el espacio
G de tal forma que para cada valor posible de la n-upla x 1 ... x n, donde cada variable puede tomar
cualquier valor del conjunto (en nuestro caso {0, 1} ), se asocia un valor del recorrido G.
Una de las formas de expresar F es a través de las denominadas tablas de verdad que indican el
resultado de F para cada valor posible de la n-upla; por ejemplo :

=[O |O=O|=O0
= O|=|=O|0|=Oa

el el el Bl (=l (=2 (=2 =] )

= (OO0 |n | O|0|T

Otras formas de representar F incluyen el método de indicar solo los puntos en los cuales F vale 1 o
sélo los puntos en los cuales vale 0 (representaciones Xy [1respectivamente). Para indicar los
puntos en que la funcion vale 1 puede usarse la notacion o en lugar de %.

Por ejemplo, la funcién anterior se puede expresar :

f(a,b,c) =3 (1,4,5,7) f(a,b,c) =T1(0,2,3,6)
Otra forma de expresar las funciones es a través de expresiones; ejemplo, la funcién anterior seria:

f(a,b,c) = ac +ab + abc

3.9 Conectivas binarias.
Un caso interesante de estudiar es el de las funciones booleanas de 2 variables. Por ser dos
variables las combinaciones posibles son 4, es decir "F" tiene 4 duplas (4 puntos) por tanto existen
16 funciones booleanas de dos variables posibles. Algunas de ellas no son de interes, veamos las
tablas de verdad de las mas utiles.

a|b|or|and | xor | nor | nand | Equiv. | Ildemp | Tautol.
0/j0] O 0 0 1 1 1 0 1
0[1]1 0 1 0 1 0 0 1
1101 0 1 0 1 0 0 1
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(11111 ]Jo]Jo] o[ 1 ] o

Nota :
la NOR es el complemento de la OR
la NAND es el complemento de AND

la XOR ("O" exclusivo) puede definirse como:bababa+ =1

I. OR exclusivo.

El XOR es una funcion muy importante (es la suma aritmética binaria modulo 2) y cumple las

propiedades :

1) Asociativa

2) Conmutativa

3) Distributiva: a(b U ¢) = ab U ac

4) al0=a

5 all-= a

6) ala=0

7) alObOab =alb

8) Cancelatva: a 0 b =alc - b =c

11. Suma de productos canénicos.

Desarrollaremos a continuacion un método sistematico para encontrar una expresién algebraica

para una funcién cualquiera dada.

Definamos producto canodnico de » variables x1 ... xn al producto de todas ellas en el cual cada

variable aparece una y sélo una vez, en forma simple o complementada.

Una suma de productos candnicos es una expresion formada sumando productos canénicos.
Existe un teorema (que no demostraremos) que afirma que toda funcién f de r variables puede

expresarse como:
J(X, X5y X)) = XX, X5 x, . f (L1100, 1) +
X Xy X5 X, (0,11, 1) +
X Xy Xy X, (1,010, 1) +

Es decir toda funcién de » variables puede expresarse como la suma de todos sus productos
canonicos afectado cada producto candnico por un coeficiente. Este coeficiente es el valor de la
funcién evaluado en el punto tal que las variables que en el producto canénico asociado aparecen

simples tengan el valor 1 y las que aparecen complementadas el valor 0.

Este teorema, de fundamental importancia nos permite enunciar un método de construccion de una
expresion que represente una funcion dada. El método es el siguiente: se tienen en cuenta solo los
puntos en los que la funcién vale 1 (por el teorema los productos asociados con los puntos en los
que la funcion vale 0 desaparecen por estar afectados por un coeficiente nulo: el propio valor de la
funcién); en esos puntos se busca el producto canénico asociado que es aquel donde la variable
aparece simple si en el punto vale 1 o complementada si vale 0. De esta manera la funcion puede

expresarse como suma de los productos canoénicos asi elegidos.

Por ejemplo sea la funcion de tres variables

alblc]|f
00|00
00|11 =abe
0[{1]0]0
0111 =abe
1/0[0|1|=abc
1710(1]0
111]0]0
1111110
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Entonces f puede expresarse como f'(a,b,c) = abc+abc+ab.c

ITI. Productos de sumas canonicas.

Como todo en el algebra de Boole, existe un método dual del anterior: el producto de sumas
canonicas. En este caso deben considerarse los puntos en los que la funcién vale 0 y buscar las
sumas canonicas asociadas que son aquellas en las que la variable aparece simple si tiene valor 0 y
complementada si tiene valor 1.

3.10 Operadores logicamente completos.
Un conjunto de operadores se llama légicamente completo si cualquier funcién booleana puede
expresarse mediante los mismos.
Del teorema de los productos canénicos, ya enunciado, se extrae una conclusion fundamental tanto
del punto de vista légico como del circuital: el conjunto de operadores +, . y ' es logicamente
completo.
Otra consecuencia es que para probar que un cierto conjunto de operadores es logicamente
completo, alcanza con probar que con ellos se pueden implementar el OR, el AND y el NOT
(complemento).
Es facil probar que el conjunto OR, NOT es l6gicamente completo notando que el AND se puede
construir como:

(ab) = a+ l;( porDeMorgan) = a.b = (5 + E)
Mas interesante aun es mostrar que un solo operador, como el NAND, es légicamente completo.

Debemos ver como implementar el NOT y el AND y el OR (representaremos con # el NAND):

ata=aa=a. (complemento)
(a#b)# (attb) = (a#b) = (ab) = ab (AND)
(atta)tt (b#b) = (ab)=(a+b)=a+b (OR) por De Morgan

Por lo cual el NAND es l6gicamente completo.

3.11 Simplificacion.

Hasta ahora hemos visto un método sistematico de expresar las funciones booleanas como
expresion de sus variables. Pero este método no asegura que la expresion lograda sea la mas
simple posible. El hecho que la expresion de una funcién sea lo mas simple posible no es algo trivial
o caprichoso, es de fundamental importancia en la construccion practica de circuitos légicos, por eso
analizaremos algunos métodos para simplificar expresiones booleanas, de manera de aplicarlos a
las expresiones obtenidas como sumas de productos canonicos.

I. Método algebraico.

El método consiste en la aplicacion, mas o menos ingeniosa, de transformaciones algebraicas de
manera de lograr expresiones mas sencillas. Por supuesto que este no es un método sistematico,
pero es la base, al fin, de los métodos sistematicos.

Resumamos aqui algunas propiedades vistas del algebra que seran de utilidad en la tarea de
simplificar:

1) f.f=0

2) f+f=1

3 gf+gf=f
Mgfif=f

5 f+fg=f+g

Veamos un par de ejemplos de como se aplican estas propiedades para reducir expresiones:
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a) Sea f, = abc +abc + abe
Por la aplicacién de la propiedad 3 a los primeros dos términos y a los dos ultimos queda
f,=ab+bc
b) Sea f, =abc +abc + abc + abe

Aplicando la propiedad 3 a los dos primeros términos queda
f, =bc+abc+abc

f2=b_(c+az)+;bc (
| = b_(c +a)+ abe (
/= C(E + ;b) +ab (por distributiva aplicada dos veces)
f,=cla+b)+ab |

por la propiedad distributiva)

por la propiedad 5 al paréntesis)

por propiedad 5 al paréntesis)

Entonces la expresion de f5a la que llegamos es:
f, =ab+ac+bc

Esta sin embargo no es la expresion mas reducida de f2. Vemos como hubiera quedado aplicando
la propiedad 3 al primer y cuarto miembro y al segundo y tercero

f, =ac+ab

siendo esta si, la expresién mas reducida.
Como vemos entonces el procedimiento descrito no asegura reducir la expresiéon a un minimo ya
que depende de como se elijan las propiedades a aplicar y los términos sobre los que se aplican.

11. Métodos sistematicos.

Los modelos sistematicos se basan en la propiedad 3 g.f +g.f = f y son basicamente uno

"grafico" (Diagrama de Karnaugh) y otro "algoritmico" o "numérico" (Método de Quine- McKlusky)
A continuacién veremos una introduccién al método grafico

3.11.2.1 Diagrama de Karnaugh.
Este método consiste en representar en forma grafica una funcion como suma de productos
canonicos y hacerlo de tal forma que sea sencillo establecer procedimientos sistematicos para hallar
las agrupaciones de términos mas convenientes para simplificar la expresion. Esto se logra
utilizando una cuadricula en la cual a cada cuadrado elemental corresponde un producto canonico
posible y tal que al pasar de uno a otro cualquiera de sus cuatro adyacentes solo cambie el valor de
una de las variables en juego. Por ejemplo para tres variables la cuadricula es:

cl/ab| 00 01 11 10
0
1

Para cuatro variables:
cd/ab |00 01 11 10
00
01
11
10

En esta cuadricula se marcan con "1" los lugares para los cuales la combinacién de valores de las
variables hace que la funcion valga 1 y el método consiste en buscar agrupar los "unos" formando
los rectangulos mas grandes posibles (que tengan todos 1 en su interior), repitiendo este proceso
hasta que todos los puntos donde la funcién vale "1" estén comprendidos en algin rectangulo
(siendo la cantidad total de rectangulos utilizados la menor posible). Es necesario aclarar que la
cantidad de elementos agrupados debe ser una potencia de 2.

Nota: el diagrama es circular (los de cada borde son adyacentes con los del borde simétrico)
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Ejemplos:
cd/ab |00 01 11 10
00 /T 1] I

o1\l 1] ] 1)

11
10

cd/ab |00 01 11 10
00 1 1 1
01 1 1
11
10 1 1

Una vez realizado el proceso anterior la minima expresion de la funcién se obtiene sumando los
términos asociados a cada rectangulo los cuales son el producto de las variables (simples o
complementadas) cuyo valor no cambia en él.
Por ejemplo en los diagramas anteriores seria

1) f, =ac+bcd

2) f, =ad +abc +acd

Para finalizar veamos como se aplica el método al caso ya visto de la funcién:
f, =abc +abc +abc + abc
El diagrama de Karnaugh correspondiente es
clab |00 |01 ]11]10
0 1
1 1 1 1

Entonces la funcién queda f2 =ac +ab la cual coincide, como era de esperar, con la expresion
mas reducida hallada por el método "algebraico".

La primer expresion de 2 hallada con dicho método tenia ademas el término ¢ b que corresponde al
rectangulo formado por los dos extremos inferiores del diagrama que aqui queda evidente que no
era necesario puesto que con los otros dos términos cubrimos todos los puntos donde la funcion
vale "1".
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